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 سازی مخازنای بر شبیهمقدمه

 بعدی یک  یک فازی و جریان حل عددی و تحلیلی معادلات

خواهیمدرنظرافقیجریانجریانیکبعدیرابراییکتترینمعادلاسادهسازیمخزن،برشبیهایبهعنوانمقدمه

دید خواهیم زمان و مکان از تابعی عنوان به را فشار تحلیلی و عددی حل گرفتو معادلات. استفااین معادلهبا از ده

ترینمعادلاتساده،اینها.آیندگرفتننفوذپذیریوتخلخلبدستمیپذیریوفرضثابتریفتراکمپیوستگی،دارسی،تع

.کننددردسترسهستندکهجریانگذرایسیالرادرمخزنتوصیفمی

 جریان خطی

دارایفشاردرلحظهاولهمهجایآنهمتخلخلیرادرنظربگیریدکهورقهافقیساد
0Pدرطرفرافشار.است

0xدر)چپ )0)درلحظهt )بهمقدار
LPدر)طرفراستکهافزایشدادهدرحالیx L)همانمقدار

اولیه
0RP Pاستسیستمدرشکلزیرنشاندادهشده.راداراست.


.بعدیمثالیک(کنترلحجم)هندسهسیستم-1شکل

)معادله دیفرانسیل جزئی )PDE 

و(isotropic)همسانگرد(homogenous)همگنِمعادلهحرکتسیالیکفازی،یکبعدی،افقی،درمحیطمتخلخلِ

:باشددمابهصورتزیرمیهم

(1)2

2

P c P

x k t

  
  

  


(:Initial Condition)شرایطاولیه
0@ 0 0; : Rt or t x P P P    

@(:Boundary Conditions)شرایطمرزی 0 ( 0);

@ ( 0);

L

R

x t P P

x L t P P

  


  


وقرانون(بقایجررم)لازقانونعامپیوستگیمتشکّ،استحاضرشدهPDEکهمنجربهفرمولاسیونحاکم(قانون)قوانین

هجریرانیرامعادلرهلرمعاد)توزیر فشرارعمر ا،یرتمجهرولهمرانفشراراسرتکرهمللرو حرلکمّ.باشردخاصدارسیمری

بررا()1)بررالایعنرریرابلررهبرراترکیرراقرروانینعرراموخرراص،بررهمعادلررهحرراکم.هررایمختلررفاسررتدرزمرران(هیرردرولیکی

.ایمرسیده(ثابتk،و،،cفرض

.روبروهستیمPDE(ونهدستگاه)بایکمعادله:1نکته

!فافهماند،نمایشدادهشده)!(مرزهاباعبارتتساویوخیلیرگولار:2نکته
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هرایمهندسریشریمی،وجرودنقرا یرادرزمینرهPDEدرمخازنباسایرمعادلاتPDEیکفرقعمدهمعادلات:3نکته

هایتزریقیاتولیردهسرتندوهاکهتعبیرریاضیتکینگیدارند،همانچاهاینمکان.باشدمی(singularity)هایتکینگیمکان

 .رامدّنظرقرارداشتموق شرحروشحلعددی،بایدآنها

 (پایا) یکنواختو ( پویا)جریان گذرا 

نشانمی زمانرا فوقوابستگیبه دهدطرفراستمعادله یا. وابستهبهزمانعبارتیبهدرآنصورتجریانگذرا،

است،کهبراین(steady-state)یایکنواختاگرجریانبهحالتیبرسدکهدیگربهزمانوابستهنباشد،جریانپایدار.است

:شوداساس،معادلهبهصورتزیرسادهمی

(2)2

2
0

d P

dx


براییکسیستمیکهفشاراولیهدرسمتراستوچپآنبرابرهستند،توزی فشاردرحالت،(2شکل)درشکلزیر

وپایدارنشاندادهشده استگذرا کهمشاهدهمیهمان. توجهبهطور با درهمهسیستمدرشود، فشار خصوصیاتسیستم،

زمان،توزی فشاربهصورتخطراستبیندوفشارابتداوگذرسرانجامبا(.حالتگذرا)یابدایاززمانافزایشمیپاره

(.یایکنواختحالتپایدار)شودانتهایسیستمتبدیلمی

 
.هنوزی فشاردرزمانهایمختلفبرایمثالمربوط-2شکل

 خطی  PDEحل تحلیل معادله 

:حلتحلیلیگذرابرایمعادلهفوقبهصورتزیراست

(3)
   

2 2

2

2 1
, exp sin

1

x n k n x
P x t P P P t

L R L L n L c Ln

 

 

     
         

     



نویسندتارویتحلیلمعادله،حسا عدمیرابهصورتبدونبPDEُهایدربرخیازکتاومناب ،معادلهوجوا 

:ثالبهطورم،اپراتوریوساختارجوا متمرکزشوند

 
:آیدرسدوحلبهصورتزیردرمیشودکهباافزایشزمان،قسمتنماییبهصفرمیازجوا تحلیلیدیدهمی
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(4)
   ,

x
P x t P P P

L R L L
  



.سیستماستیکنواختکهآنحلحالت

.استPDEترازسادهODEشودچونحلتایجاستفادهمینازاینحالتبرایچککردن:4نکته

ندرتسازیمخازنبهدرشبیه.حاصلهازنوعسهمویاستولیدرحالتپایاازنوعبیضویاستPDEمعادله:5نکته

در.خوردهابرایتشخیصروشحلیاتنظیمپارامترهایروشحلبدردمیبندیاینتقسیم.خوریمنوعهذلولویبرمیبه

.شودونیازبهدخالتکاربرندارداممیزارهایتجاری،اینتنظیماتپشتصحنهانجفانرم

 ( آزمایی له چاهدمعا) جریان شعاعی 

هایایبرایتفسیردادهمعادلهشعاعیاستکهبهطورگسترده،شکلدیگرمعادلهبرایجریانمای افقیویکبعدی

جریان(شعاعی)معادلهیکبعدی.است2rسلحجریانمتناسابا،دراینمورد.گیردآزماییمورداستفادهقرارمیچاه

:درمختصاتاستوانهبهصورتزیراست

(5)1 P c P
r

r r r k t

   
 

   


 بزرگهمگن بسیار براییکمخزن معادله حل  iP r P دبیثابت qو شعاع چاهیبا از
wrبه

:صورتزیراست

(6)2

4 4
i

q cr
P P Ei

kh kt

 



 
   

 


کهدرآن 
u

x

e
Ei x du

u

 

  نهایتبزرگحلپایداربراییکسیستمبی.بهانتگرالنماییمعروفاست

زمانیکهازچاهتولیدمی)!(.وجودندارد البتهاگرشرایطمرزی.کنیم،فشاردرطولسیستمکاهشخواهدیافتزیراتا

دیگریرااستفادهکنیم، w wP r r P و e eP r r P ،رابدستآوریمیکنواختتوانیمحلمی:

(7)1
0

P
r

r r r

  
 

  


انتگرال بار دو ،گیریبا یکنواختحل صورت به     ln lnw e w w e wP P P P r r r r  دستبه

.آیدمی

حلتحلیلیآندرترجمه.باشدمی(آزماییچاه)حاصلهمعروفبهمعادلهتستچاهPDEفرمولاسیونومعادله:6کتهن

آزماییبرایمحاسبهمعادلهچاهاز(سازیمخازنشبیه)رودولیدراینمقالکارمیآزماییبهچاه(log)وتفسیررکوردهای

.شودوتولیداستفادهمیتزریقاعمازتکنیگیولحاظکردنچاه
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 حل عددی 

 سیالات)حلتحلیلیبرایحرکتسیال ) محیطمتخلخلبسیارمحدوداستوازآندر آنالیز،قضاوتکیفیدر

بررسیرفتار،حلعددی(محک)اعتبارسنجی،حساسیت پرکردنبرخیحفراتریاضینظیروPDEفانکشنالدستگاه

خواصسنگوسیال،هندسهمخزنبهدستآوردنحلتحلیلیفقطبافرضیاتسادهشوندهدر.شوداستفادهمیجریانچاه

هایروش.هایعددیهستیمنیازمندروش،ترولیباباراط عاتیکمتربرایاخذنتایجدقیق.باشدممکنمیشرایطمرزیو

روش13811ازنظرمصداقوتنوعروشتقریبااولی)شوندازنظرریاضیبهسهدستهکلیتقسیممیPDEعددیدستگاه

!(:داریم

 ...وExplicit FDM،SOR ،Crank-Nicholson،مثلFDMمعروفبه)هایمبتنیبرتقریاجبریمشتقروش-

روشروش- یا جوا  تاب  تقریا بر مبتنی های وزنی مانده (Weighted Residual)های FEMمثل ،FVM،

Collocationو....

.شویممتمرکزمیFDMدرادامهفقطبرروی....وBEM،GEMهایمبتنیبرحلانتگرالمثلروش-

 گسسته سازی

استانداردِخواهیممعادلهخلیجریانرابهصورتعددیباروشتقریاتفاض تمحدودای،میبهعنوانمثالساده

برایجم ت
P

t




و

2

2

P

x




بهتعدادیشبکهبلوك،گسستهومختصاتزمانبهتعدادیxابتدامختصات.حلکنیم

بهعبارتخ صه.شودسپسفشاربرایهربلوكبهصورتعددیبرایهرگامزمانحلمی.شودگامزمانیتقسیممی

یعنی،باشدمی(مشتقاتگسسته)بهدیفرنسها(مشتقاتپیوسته)ها،تبدیلدیفرنسیال(دیفرنس)تفاضلیهدفتمامیروشهای

یک )از دستگاه ) دیفرنسیال پاره)معادله یا عادی از ایاعم روش( با و کرده تقریاشروع مقتضی مشتقاتهای زدن

در)یادستگاهمعادلاتدیفرنسیالعادی(زیکاملسادرصورتگسسته)درنهایتبهیکدستگاهجبری(صورتجبریبه)

اخت فدر.رساندتروآشناترستمیکهحلآنمانوس(سازیفقطمکانصورتگسسته علتتنوعوتکثراینروشها،

سازگاریمراتامختلفمشتقاتمی درجه و دقتمشتقاتپیوسته میزان تقریا، باشدنحوه مراتاِبرایگسسته. سازی

بالغبرمختلفِ پیوسته، کمّیاتِ چهازنظردقتمحاسباتی،22مشتقِ ومعایاخودرا مزایا کههرکدام روشوجوددارد

بههرحالدو.باشنددارامی(گذاریتیپایندکس)سازیکامپیوتریمقاومبودنبهپخشخلایعددیوراحتیدرپیاده

دراینوجیزه.ترندازهمهرایج(باتعبیروتفسیرفیزیکی)وشانتگرالیور(آنالیزک سیک،تقریاتاب )روشسادهتیلور

.استگیریشدههابهرهدرمعرفیانواعتقریابسطتیلورطوریکدستازروشبه

 

 :مکان سازیگسسته

تداولسازیمکانمدوروشبرایگسسته.کنیمبعدیاست،لذادامنهحلراگسستهمیچونسیستمازنظرمکانیک

است . میانروش روش(Block-Centered)بلوکی نقلهمیانو توزیعی یا شبکه Mesh-Centered)ای -Pointیا
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Distributed).(3شکل).مختصاتیامحلبرایبررسینقا اشتراكومغایرتایندورویکردبایدازسهمفهومکلیدی

توپر)هاگره نمایشدایره (با بلو، مرزهای یا توپر)کهاسلوح نمایشخط با ) تقسیمخطو نمایش)بندیشبکهچین با

.استفادهکرد(چینخط

از)سازیکامپیوترپیادههرکداممعایاومزایایخودرادارندکهبیشتردرزمینه،سازیاشارهشدهدوروشگسسته

چهکهنزدمهندسینمخازنمحبوبستآن.رندباهمتفاوتدا(ازنظرفرمولاسیون)برخوردباشرایطمرزیو(نظراجرایی

درحالیبلوکیمیروشمیان باشد، وهنگام-ایشبکهیعنیمیان-کهروشدیگر برایبرخیانواعشرایطمرزی، نهتنها

.باشدبلوکیمناسبتراستبلکهازنظرپایداریحلهمسازگارترمیسازینسبتبهروشمیانپیاده

.استفادهخواهدشدBlock-Centeredامهازروشدرادهرحال،به

 

Centered-Blockروش

N:تعدادبلوکهاوایندکسها

,1,2,3:گسترهایندکس ,i N 

 
 



Centered-Meshروش

N:هاتعدادبلوك
1N:هاتعدادایندکس 

,0,1,2,3:گسترهایندکس ,i N
,1,2,3یا , 1i N 

.سازیگذاریبرایگسستهدوروشایندکس-3شکل

 :تقریب سری تیلور 

درادامهبهسهفرمرایج.نوشتهایآنتاب ومشتقانمقادیرهمبرحساتوانیرامیتابعهرتقریاسریتیلوربرای

:پردازیممتغیرهمیبسطتیلوربرایتواب یک

(نمایشریاضی)(8)
         

2 3

1! 2! 3!

h h h
f x h f x f x f x f x HOT       

(اینمایشچندجمله)(9)
   

2 3( ) ( ) ( )

1! 2! 3!x x x

x x x x x x
f x f x f f f HOT

  
      

2(نمایشایندکسی)(11) 3

1
1! 2! 3!

i i i i i

h h h
f f f f f HOT

      

(باشدمیHigher Order TermsهوممفبهHOTاکرونیم)

تشکیلفرمدوخلیبسطتیلوربرایخلیاز مجذوری)سازیژاکوبین، تقریادقیق(کوادراتیکیا ،(لاگرانژین)،

هایترتقریامراتامختلفمشتقتاب برحسامقادیرتاب درگرهسازیوازهمهمهمتشکیلجداولتفاضل،قضایایبهینه

.شودیاستفادهممختلف
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 محل تاب در مشتقاول ببینیم iایندکس)xبرایدستگرمی، چندشکلب( آیددستمیهبه محضسهولتو.

.ثابتاستxیاhالفاصلهباشندیعنیکنیمفواصلگسستهمتساویسادگیفرضمی

رادرنظرگرفتهوبابازآرایی11معادله -1
if کنیمرامحاسبهمی:

(11)1 1f fi i i i
i i i

f f f f
f R or f

h h

     

1طوریکهبه 2

2! 3!

f

i i i

h h
R f f   

1i،عبارت11درمعادله if f

h

 
وجهتسمیهپیشرواینستکهما.باشدیپیشروم(دیفرنس)موسومبهتقریاتفاضلی

ایندکس در ایندکسمیiتقریامشتقرا همان تاب در مقدار بر )خواهیمولیع وه
if یک( تاب در مقدار به نیاز

 پیشرو یا )ایندکسجلوتر
1if 

 داریم( fویسعلتبالان. جم تباقیمانده بانمایشداده)در fشده

iR به( همیننیز

دربرخیکتامرج خلایمحلیرا.محلیاستچونایندکسدارد(truncation)گوییماینخلایبرشخاطرستومی

دهند،یعنینمایشمیxیاhوهمراهباکوچکترینتوان(حلیمعنیمبه)oباحرفکوچک

(12)1 ( )i i
i

f f
f o h

h

   

کردناست،یعنیبانصف(first-order correct)گویندتقریاتفاضلیپیشروازمرتبهاولصحیحدراینصورتمی

.شودطورخلینصفمیبهها،خلانیزگام

کارکنید،یعنیhرادرنظرگرفتهولیبا11معادله -2

(13)2 3

1
1! 2! 3!

i i i i i

h h h
f f f f f HOT

      

حالبابازآرایی
if کنیمرامحاسبهمی:

(14)1 1b bi i i i
i i i

f f f f
f R or f

h h

     

1طوریکهبه 2

2! 3!

b

i i i

h h
R f f   

بدینترتیاتقریاتفاضلیپسرواز
if بالانویس.خواهیمداشتb14اینخاطرستکهمعادلهبرایترمباقیماندهبه

ifتقریاپسرواز لصحیحاستواینخلانیزازمرتبها.استرابدستداده.

ifکمکنیدوسپسبازآراییکنیدتا11راازبسطتیلورپیشرویعنیرابله13البسطتیلورپسرو،یعنیرابلهح-3 

:بدستآید

(15)1 1 1 1

2 2

c ci i i i
i i i

f f f f
f R or f

h h

       

2طوریکهبه 4

3! 5!

c IV

i i i

h h
R f f   
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بهتقریاجبری
if گویندتقریاتفاضلیمیانییاسانترال،چونازمقادیرتاب یکیقبلویکیبعدمی15دررابله

cهمچنینبهخلایمحلی.کنداستفادهمی

iR2دفعهصحیحازمرتبهدوماستچونکوچکترینتوانآننتوجهکنیدکهای

رانصفکنیموازتقریاتفاضلیمیانیاستفادهکنیمآنگاهخلایبرشعددیبهرب مقدارقبلیhعبارتیاگربه.باشدمی

!یابدنهنصفتقلیلمی

:باشددقتشودتقریامیانی،خودمتوسطدومشتقتفاضلیپیشرووپسرومی:7نکته

 1 1 1 1 1 1( ) 1 1

2 2 2 2

c f bi i i i i i i i i i
i i i

f f f f f f f f f f
f f f

h h h h

                   
 





توانتقریبیبرایمشتقاتموجودهایگوناگونی،میتاب فشار،باروشبااستفادهازسریتیلوربرایطورخ صه،به

.درمعادلهخلیجریانبدستآورد

 : مرتبه دوم مکان ِتقریب مشتق

:توانبسطدادمی( Backward)وپسرو( Forward )،تاب فشاررادریکنقلهبهصورتپیشروزمانثابتدر

(16)
     

 
 

 
 

2 3

, , , , , ....
1! 2! 3!

x xx
P x x t P x t P x t P x t P x t

 
        

(17)
   

 
 

 
 

 
 

2 3

, , , , , ....
1! 2! 3!

x x x
P x x t P x t P x t P x t P x t

  
        

:دومداریمِکردنایندوعبارتوحلآنبرایمشتقمرتبهباجم 



(18)
 

     

 

 
 

2

2

, 2 , ,
, , ....

12

P x x t P x t P x x t x
P x t P x t

x

    
   




:گذاریوبالانویسیبرایزمان،معادلهفوقبهصورتزیرتبدیلمیشودبااستفادهازسیستماندیس

(19)

 
 

2
21 1

22

2
t

t t t

i i i

i

P P PP
O x

x x

 
   

   
  



 

مرکزی تقریا معادله این میانیبه یا ( Central گویند( دوم مرتبه مشتقِ جمله. عبارتبقیه در تیلور بسط های

 2O xشده داده نشانمیقرار استکه اند2xدهدمتناسابا . جمله 2O xآن گاهیاوقاتبه خلایکه

.شوددراینجاازمرتبهدوماست،درحلعددیحذفمیکه،گویندسازیمیگسسته

بلوك چه هر حذف با کمتری خلای شود استفاده ریزتری های 2O xمی جوا  شودوارد زمانیگامِهر.

گیردمی قرار استفاده بسطفوقمورد tهایبرایزمان،لذا.توانددر t /و 2t tتبدیل بهصورتزیر معادله

:(بهترتیا)شودمی
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(21)

 
 

2
21 1

22

2
t t

t t t t t t

i i i

i

P P PP
O x

x x


  

 
   

   
  



(21)

 
 

2
2 2 22

21 1

22

2
t t

t t t t t t

i i i

i

P P PP
O x

x x


  

 
   

   
  



 های متغیر بلوکهای شبکه با اندازه – سازی مکانیگسسته

ایچنینشبکه.گونههستندهااینسازیاکثرشبیه.هامتغیراستولبلوكتراستکهدرآنطسیستمیبهواقعیتنزدیک

تعریفبلوكدرتغیراتشدیدفشارواشباع درهندسهمخزن،جوا شدگیبا دهد؛تربهدستمیهاییدقیقهایریزتر

کیباطولمتغیربهصورتزیربرایسیستمسادهیکبعدی،یکسیستمبلو.هایتولیدیاتزریقبرایمثالدرهمسایگیچاه

:است

 
 :شودبهصورتزیرتبدیلمی(،جهتسهولتوسادگیبانادیدهگرفتناندیسزمان)بسطسریتیلور

(22)
     

2 3

1 11

1

/ 2 / 2/ 2
....

1! 2! 3!

i i i ii i

i i i i i

x x x xx x
P P P P P

 



                   

(23)
     

2 3

1 11

1

/ 2 / 2/ 2
....

1! 2! 3!

i i i ii i

i i i i i

x x x xx x
P P P P P

 



                      

:دهدکهنتیجهمی
(24)

  
 

1 1
1 1

1 1 1 1

1 1

2 2 2
2 2

4

i i i i
i i i

i i i i i i

i

i i i i

x x x x
P P P

x x x x x x
P O x

x x x x

 
 

   

 

       
    

           
   



.هااستاینبهخاطرمتغیربودناندازهبلوك.یکتفاوتمهمدراینحالتآناستجملهخلاازمرتبهاولشدهاست

 جملات غیرخطی در مشتق دوم – سازی مکانیگسسته

سازیبهصورتجملهجریاندرمعادلاتشبیه 
P

f x
x x

  
 

  
استکهدر f xپذیریونفوذپذیری،تحرك

صورتزیرتعریفکنیم،اگرعبارتداخلپرانتزرابه.مساحتسلحمقل جریانمنظورشدهاست
(25)

 ( )
P

g x f x
x






:آنگاهتقریامشتقبااستفادهازبسطتیلورسرراستاست
(26)   

2 3

1 ....
1! 2! 3!

i ii
i i i i i

x xx
g g g g g
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(27)   
2 3

1 ....
1! 2! 3!

i ii
i i i i i

x xx
g g g g g

 
      

)توانبههدفتقریاباترکیاعباراتبالامی )g xرسید:
(28)

 
   

 21 1( )
2

i i

i i

P P
f x f x

P x x
g x f x O x

x x x

 

    
                   



1iهمانلورکهمعلومستدرطرفراسترابلهفوقباایندکسهای 1وi کارگرفتنروبروهستیموبابهمشتقبرای

2iحداقلباجم تمشتقیهرتقریا 2وi مواجهخواهیمشدوبرایحالتکلییعنیسایزبلوكمتغیرباعبارات

غیرمدیریت و پیچیده بسیار شرایطمرزیبه)پذیر برای ویژه شد( خواهیم روبرو استفاده. کار یکچاره لذا، نمایشاز

میانی ایندکسی /1یعنی 2i 1و/ 2i باشدمی . ایناستفاده که نمایشایندکسمیانی)دقتشود با( ابزاریستو

عددصحیحولیکسری)گیریازتمهیداتریاضیدیگراینمشکلبهره ایندکسِ یمنخواهسازیکامپیوتریپیادهرادر!(

:بریمکارمیبنابراینیکتقریامرکزیبرایمشتقمرتبهاولدرنظرگرفتهودوباربرایجملهجریانبه.داشت
(29)

     
 

 
2

2

2

1 2

22
....

1! 1!

ii

i i i i

xxP P P P
f x f x f x f x

x x x x x x

            
                      



(31)
     

 
 

2
2

2

1 2

22
....

1! 1!

ii

i i i i

xxP P P P
f x f x f x f x

x x x x x x

            
                      



:دهدکهنتیجهمی
(31)

 

   

 1 2 1 2 2i i

i i

P P
f x f x

x xP
f x O x

x x x

 

    
         

      


:توانیمبهدستآوریمبهطورمشابه،عباراتزیررامی



 
 

 
 

1

1 2 1

1

1 2 1

/ 2

/ 2

i i

i i i

i i

i i i

P PP
O x

x x x

P PP
O x

x x x



 



 

 
   

    

 
   

    



میهمان دیده که استطور اول مرتبه از خلا جمله بلوك، ابعاد تفاوتدر خاطر به شود، عباراتبه. واردکردن با

:آیدآمدهدرمعادلهقبلی،تقریازیربرایجملهجریانبهدستمیدست
(32)

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1

1 2 1 2
1 1

2 2
i i i i

i i
i i i i

i i

P P P P
f x f x

x x x xP
f x O x

x x x

 

 
 

 


     
      



دارایایندکسعددصحیحبودهوبرایعباراتدارایایندکس(کمّیتفشار)ترتیاکمّیاتمجهولدستگاهنهاییدینب

.گیریکنیمنحویمتوسطکسریبایدبه
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 :تقریب مشتق زمان

:توانبسطداد،تاب فشاررانسبتبهزماندرجهتپیشرومیمکانثابتدرهر

(33)
     

 
 

 
 

2 3

, , , , , ....
1! 2! 3!

t tt
P x t t P x t P x t P x t P x t

 
     

:آیدکهباحلآنبرایمشتقمرتبهاول،عبارتزیربهدستمی

(34)
 

   

 

 
 

2
, ,

, , ....
2

P x t t P x t t
P x t P x t

t

  
  




:گذاریداریموبااستفادهازسیستماندیس

(35)

 
 

t t t t

i i

i

P PP
O t

t t

  
   

  


دراینجاجملهخلابا O tینموردخلاباسرعتکمترینسبتبهجملهدرا.متناسااست،یعنیازمرتبهاول

:تواننوشتمیرادوگونهبسطپسرودرزمان.عبارتبالاراتقریاپیشروزمانگویند.رسدمرتبهدومبهصفرمی

(36)
     

 
 

2

, , , , ....
1! 2!

tt
P x t P x t t P x t t P x t t


      

(37)
     

 
 

 
 

2 3

, , , , , ....
1! 2! 3!

t tt
P x t t P x t P x t P x t P x t

 
     

:(ترتیابه)آیدنبهدستمیبرایمشتقمرتبهاولزماهامعادلهزیرازحلآن

(38)

 
 

t t t t t

i i

i

P PP
O t

t t

   
   

  


(39)

 
 

t t t t

i i

i

P PP
O t

t t

 
   

  


تقاریاتفاضلیمکانیعملدقتشودبرایتقریبهایتفاضلیدرگسسته متفاوتبا شکلدیگریو سازیزمانیبه

علتاینستکهدرشکلنهاییدستگاه.37مونهرابلهکنیاستفادهمی36یعنیبرایتقریاپسرویزمانیازرابله،کنیممی

اینکارهمطبیعیستوهمعق یی،!معادلاتجبریبردارمجهولاتعبارتندازکمیاتدیفرنسیالیمجهولدرلحظهبعدی

سااینستکهرویم،لذامناپذیردرطولزمانبهجلومیطورغیربازگشتشروعکردهوبه(زمانصفر)چونازشرایطاولیه

tهمیشه tببینیمونهt t.

8نکته دراینمورد(35یعنیرابله)شبیهعبارتقبلی(38یعنیرابله)عبارتبالا: ،!تقریاپسروهست،استاما

.نحوهتشخیصدربالانویسعبارتسمتچپهست،فافهم

/باگام:کنیمسازیزمانبهاینشکلعملمیمیانیبرایگسستهبرایتقریاتفاضلی 2tبرایزمانواستفادهاز

:آیدزمانتقریاپسرووپیشروعبارتجایگزیندیگریبرایمشتقزمانبدستمی

(41) 
2

/ 2/ 2
, , , , ....

2 2 1! 2 2! 2

tt t t t t
P x t P x t P x t P x t
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(41)
 

 
2

/ 2/ 2
, , , , ....

2 1! 2 2! 2

tt t t t
P x t P x t P x t P x t

        
           

     


:آیدیندوعبارت،تقریامرکزیبرایمشتقزمان،باجملهخلایمرتبهدومبدستمیباترکیاا

(42)

 
 

/ 2

2

t t t t t

i i

i

P PP
O t

t t

   
   

  


،بنابر!هستمیانیاستامادراینمورد،تقریا(38و35یعنیرابله)تقبلیاشبیهعبار(42یعنیرابله)عبارتبالا:9نکته

زمان)سازیکاملگسستهکنندهبرایاین،مرحلهتعیین یعنیمکانو ) عباراتمشتملبر بهبخشیا مشتقاتمکانیتماما

tزنیمیادرمشتقمکانیراتقریامیtگرددکهآیادرلحظهبرمی tیا/ 2t tفافهم،.

   ( Explicit)معادله تفاضل صریح 

هایتفاضلمحدودفوقوجایگزینیآنهادرمعادلهخلیجریانعبارتزیر،معادلهوتقریاtبادرنظرگرفتنزمان

:آیدتفاضل،بهدستمی

(43)

 
رابلهتقریاجایگزینش.استبرایراحتیجملهخلاازمعادلهبالاحذفشده باید.استدههمچنینرابلهتساویبا

(.بهترتیا)است2xوtتوجهداشتکهخلایواردشدهدرحلعددیمعادلهجریانمتناسابا

 (BC’s ) شرایط مرزی 

دونوع.شودحاصلمیBC’sنیرویرانشبرایجریاناز و(دیریلکهشر )شر فشار.وجودداردBC’sاساساا

(.شر نیومن)شر دبیجریان

نوعترکیبیشرایمرزیسروکارخواهیمداشت،ولیدراینجامحض8با(ایحلمعادلاتپاره)ازدیدگاهریاضی:11نکته

.پردازیمسهولتبهدوشر اساسیآنمی

 :شرط فشار

فشاردردو باشد،درمعادلات، معلومشده مرزها در شودطرفسیستممشخصمیوقتیفشار برایسیستمخلی.

:توصیفشده،داریم

 

 

0, 0

, 0

L

R

P x t P

P x L t P

  

  


:گذاریوبااستفادهازسیستماندیس
0

1 2

0

1 2

t

i L

t

i N R

P P

P P
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/1علتاستفادهاز 2i 1و/ 2i N آناستکهBC’sاولیدر.)شودعمالمیبهدوطرفانتهاییسیستما

/1طرفچپبلوكاول 2i 1ودومیدرطرفراستبلوكآخر/ 2i N .)بنابراینBC’sبهطورمستقیم

معادلاتجدیدیبهNو1توانبرایبلوكالبتهبااستفادهازسریتیلورمی.تواننددرمعادلهتفاضلجایگذاریشوندنمی

:دستآورد

     
 

 
 

 

   
 

 
 

 
 

 

2 3

2 1 1 1 1

2 3

1 1 1 1

, , , , , ....
1! 2! 3!

/ 2 / 2 / 2
0, , , , , ....

1! 2! 3!

x xx
P x t P x t P x t P x t P x t

x x x
P x t P x t P x t P x t P x t

 
      

  
       

:آیدکهباترکیادوعبارت،تقریامشتقِمرتبهدومدربلوكیکبدستمی

 
 

2

2 1

2
2

1

3 2

3

4

t
t t

LP P PP
O x

x
x

   
   

  



برایایننوعفرمولاسیونازمرتبه یکعیااینروشآناستکهجملهخلا استxیکیعنیمتناسابا با.

:داریمNروشیمشابهبرایبلوك

 
 

2

1

2
2

2 3

3

4

t
t t

R N N

N

P P PP
O x

x
x


   

   
  



مخازنواقعی،شرایطمرزیفشار ،درمورد موردفشارتهچاه یاbhPدر هایتولیدیابرایچاهwhPفشارسرچاه

.شودتزریقاستفادهمی

دقرتشرودایرنمشرکل.باشردیکآلترناتیودیگربرایرف مشکلبالا،استفادهازبی نجرمیعنیتعبیرفیزیکریمری:11نکته

.برقرارستBlock-Centeredروشبهسازیفقطبرایگسسته



 :شرط مرزی دبی جریان

برایمثالدبیکهازطرفچپ.تواندمعینشودهایسیستم،میکنارهِبهسمتداخلیاخارج،دبیجریانب ااقمت

:تواندباقانوندارسیمحاسبهشود،داریمباتوجهبهآنکهدبیمی.LQشودسیستمواردمی

0

L

x

kA P
Q

x 

 
   

 


:داریمبسطمشتقِفشاربهعنوانتاب ،وکبااستفادهازسریتیلوربرایبلوكی

   
 

 
 

 

   
 

 
 

 

2

1 1 1 1

2

1 1 1

/ 2 / 2
/ 2, , , , ....

1! 2!

/ 2 / 2
0, , , , ....

1! 2!

x x
P x x t P x t P x t P x t

x x
P x t P x t P x t P x t
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:آیدبهدستمی1باتفریقعبارتدومازاولوحلآنبرایمشتقِمرتبهدوم،عبارتزیربرایبلوك

 
   

 1 2

1

/ 2, 0,
,

P x x t P x t
P x t O x

x

   
   




0xحالباجایگزینیمشتقدر مباشر مرزیداری:

 
 

 
1

2

1

/ 2,

,
LP x x t Q

kAP x t O x
x


  

   




:توانباتقریامرکزیجایگزینکردمشتقدیگردرعبارتفوقرامی

 
   

 2 1 2

1

, ,
/ 2,

P x t P x t
P x x t O x

x


    




:بنابراینشکلنهاییمشتقِمرتبهدومبرایبلوكاولباشر مرزیفوقبهصورتزیردرخواهدآمد

 
2

2 1

2 2

1

t
t t

L

P PP
Q O x

x x kA x

  
    

   


:،داریمRQ،ثابتدرطرفراستسیستممشابهآن،برایدبی

 
2

1

2 2

t
t t

N N
R

N

P PP
Q O x

x x kA x


  

    
   



یکموردویژهبرایمرزهای.هااستدریکمخزنواقعی،شر دبیجریان،بیانکنندهدبیتولیدیاتزریقبرایچاه

است( No flow boundary )بدونجریان 0Q  لایهدرشر این. درمخزن،هاهاینفوذناپذیروگسلمرزهایبا

.توانددیدهشودمی

 ( :IC)شرط اولیه 

:شودبرایسیستمافقیدرطولسیستم،بهصورتزیرمعلوممی(فشاراولیه)شر اولیه
0

0 1,....,t

iP P i N  
عنوانفشاربرایسیستم هیدرواستاتیکیبه فشار چگالیهایغیرافقی، و سلحمبنا به توجه بلوكبا برایهر اولیه

.شودسیالاتمحاسبهمی

 :حل معادله تفاضل

البتهمللامهمزیربایدمورد.توانیمآنرابرایفشارحلکنیممیICوBC’sآوردنمعادلهتفاضلوداشتنبابدست

توانستیماززمانبدیهیاستمی.درسریتیلوراستفادهشدtبرایبدستآوردنتقریاتفاضل،اززمان.توجهقرارگیرد

t t کنیمیاحتیاز /باهمانعمومیتمعادله،هماستفاده 2t t شده،بحثخواهندشد. موارداشاره از. ابتدا

.کنیمهایخلاراحذفمییراحتیجملهبرا.کنیممیفرمولاسیونصریحاستفاده
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 (Explicit)فرمولاسیون صریح 

است اینگونه درصفحاتقبلبه شده اشاره معادله . زمان جم تدر همه تقریاِ وسیله میtبه ما توانیمفشار،

ثابتعبارتزیرشرایطمرزیبهصورتفشاردر.)متوسطهربلوكرابهطورصریحباحلمعادلاتتفاضلبدستآوریم

(.اگرشرایطبرایدبیثابتباشد،معادلاتبایدبرطبقآناص حشوند.ندادرمرزهادرنظرگرفتهشده



 

 

 

1 1 2 12

1 12

12

4
3 2

3

2 2,..., 1

4
2 3

3

t t t t t

L

t t t t t

i i i i i

t t t t t

N N R N N

t k
P P P P P

x c

t k
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 : فرمولاسیون ضمنی

tدراینروشهمهجم تدرزمان tپسروتفاضلبایدبرحساکهازمشتقزمانغیردبهشونمیتقریازده

:دتقریازدهشو
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 ما Nدراینمورد، Nمعادلهبا استتعدادبلوكN)مجهول کهبایدهمزمانحلشوندداریم(ها منظور. به

:شوندبهشکلزیرنوشتهمیتسادگیمعادلا
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.توانبرایفشارمتوسطهربلوكباروشحذفیگوسحلکرددستگاهمعادلهخلیفوقرامی

 Crank-Nicholsonفرمولاسیون  

/برای.وجودداردtوtمانیبینهمانلورکهبیانشد،امکاننوشتنمعادلاتبرایز 2t tمعادلهتفاضل

:شودبهصورتزیرنوشتهمیiبرایبلوك
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لذاطرف.توانیمدرشکلیکههستحلکنیماند،معادلهبالارانمیتعریفشدهtوtباتوجهبهاینکهفشارهادر

:گیریمچپرابهطورمتوسطروشصریحوضمنیدرنظرمی

1 1 1 1

2 2

2 21
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.شودحلمیضمنیدستگاهمعادلهخلیحاصلهبهطورهمزمانمانندروش

 های فرمولاسیون  حث در روشب

روشصریحساده ترازروشضمنیاستبهطوربدیهیاستفادهاز چهآنکهعبارتصریحیبرایبدستآوردن.

حالآنکهمقدارعملیاتریاضیمورد.سازیبرایهردوروشیکیاستخلایگسستهمرتبه.آیدمستقیمفشاربدستمی

است برایروشصریحکمتر نظر برایاگر. اما نباشد، مهم برایحالتیکبعدیاینمللاممکناستچندان چه
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درهر.ها،زمانمحاسباتیبرایهرگامزمانیبرایدوروشبسیارمتفاوتاستباافزایشتعدادبلوك3Dو2Dموردهای

 .تهایزمانیبزرگناپایداراساینروشبرایگام.شودصورتروشصریحبهندرتاستفادهمی

شودکهروشصریحبرایپایدارینیازبهشر زیرنشاندادهمیvon Neumannبااستفادهازروشآنالیزپایداری

:دارد

21

2

c
t x

k

 
   

 


tدهدکهگامزمانیاینشر نشانمی خواصسیال این.شودشبکهمحدودمیِسنگواندازهبلوك-بوسیله

tمحدودیتباکوچکترینمقدار باتوجهبهبرایهربلوكtیعنیآنکه).شودبراییکبلوكخاصشدیدترمی 

.(رینمقدارانتخا شودباکوچکتبایدبرابرtودراینمیانبرایپایداریحل،رابلهفوقمقدارخاصیاست

هایزمانیبدونشر پایداردهدکهروشضمنیبرایهمهگامنشانمیvon Neumannکاربردروشآنالیزپایداری

اینtدرروشضمنی،عملیاتمحاسباتیبیشتربرایهرگامزمانیموردنیازاستکهبهطورمعمولباافزایش.است

میمس توانتاحدیجبرانکردئلهرا . شودمنجربهخلایمحاسباتیبیشترهممی،بزرگترtالبته بنابرایندرهرحل.

.بایدبررسیشودکهمیزانخلایمحاسباتیدرحدقابلقبولیباشد،عددی

 آنالیز پایداری

 روش صریح برای آنالیز پایداری

:شودنوشتهمیریحبهصورتزیرهممعادلهتفاضلص
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k


 

 در پایداری آنالیز میvon Neumannروش فرض شود، اگر که ,P x tآنگاه باشد فوق معادله از جوابی

   , ,P x t x t،رابلهفوقبهصورتزیرتبدیل.شار،نیزجوابیازمعادلهاستتاب فدرتشاشاغبهعنوان بنابراین،

:شودمی
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, 2 , , , ,x x t x t x x t x t t x t

tx

    


     







شودکهاینتاب خلابهصورتفرضمی   , , i xx t x t e  1باشدکهدرآنi  .

:بنابراین
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سازیواستفادهازتساویزیروسادهباجاگذاری

2 4sin
2

i x i x x
e e      

     
 



:آیدعبارتزیربهدستمی
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نسبتمی توان   t t t  اندازه به افزایشزمان در نسبتافزایشخلا عنوان به کرد،tرا .تفسیر

:شوددرنظرگرفتهمیبهعنوانمعیارپایداریریزپس،عبارت.اگرایننسبتازیکبزرگترباشدحلناپایداراستکارا،آش
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بهدلیلآنکه
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:شودشر پایداریبهقرارزیرمی
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 روش ضمنی برایآنالیز پایداری 

:شکلضمنیمعادلهتفاصلبهگونهزیراست
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:آیدبهمثابهروشفوق،معادلهزیربرایجملهخلابهدستمی
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باردیگربافرض   , , i xx t x t e  آید،عبارتزیربراینسبتخلابهدستمی:
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:شودمیباتوجهبهمعیارپایداری،شر پایداریبهشکلزیرتبدیل
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t x
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:شوددرنهایت،شر پایداریبهشکلزیرسادهمی.کههمیشهدرستاست

t 

   Crank – Nicholson روش  برایلیز پایداری آنا

،هایزمانیبرایهمهگامCrank-Nicholsonدهدکهروشنشانمیvon Neumannکاربردروشآنالیزپایداری

.استبدونشر پایدارروشضمنیمانند


